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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2020�2021 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.5. ×èñëà b > 0 è a òàêîâû, ÷òî êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí x2 + ax + b

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, ðîâíî îäèí èç êîòîðûõ ëåæèò íà

îòðåçêå [−1; 1]. Äîêàæèòå, ÷òî ðîâíî îäèí èç ýòèõ êîðíåé ëåæèò
â èíòåðâàëå (−b; b). (À. Õðàáðîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü f(x) = x2 + ax + b. Åñëè ðîâíî

îäèí êîðåíü ëåæèò íà îòðåçêå [−1, 1], òî òð�åõ÷ëåí ìåíÿåò çíàê

íà ýòîì îòðåçêå, òî åñòü

(1 + a+ b)(1− a+ b) = f(1)f(−1) 6 0.

Òîãäà

0 > b2(1 +a+ b)(1−a+ b) = (b2 +ab+ b)(b2−ab+ b) = f(b)f(−b).
Ñëåäîâàòåëüíî, íà îòðåçêå [−b, b] åñòü êîðåíü, ïðè÷åì, åñëè çíàê
ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñòðîãèé, òî êîðåíü ðîâíî îäèí (è îí íå

â êîíöå îòðåçêà). Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà îäèí èç êîðíåé ðàâåí ±b,
à âòîðîé ±1, ïðè÷åì b > 1 (èíà÷å íà îòðåçêå [−1, 1] áóäåò äâà

êîðíÿ). Òîãäà íà èíòåðâàëå (−b, b) ëåæèò ðîâíî îäèí êîðåíü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü x1 è x2 �êîðíè äàííîãî

òð�åõ÷ëåíà, ïðè÷�åì |x1| 6 1 è |x2| > 1. Ïî òåîðåìå Âèåòà èìååì
|x1| · |x2| = b. Òîãäà |x2| = b/|x1| > b/1 = b è |x1| = b/|x2| < b.
Èòàê, èç äâóõ êîðíåé òîëüêî x1 ëåæèò â èíòåðâàëå (−b; b).

9.6. Âíóòðè íåðàâíîáåäðåííîãî îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC,
â êîòîðîì ∠ABC = 60◦, îòìå÷åíà òî÷êà T òàê, ÷òî ∠ATB =
= ∠BTC = ∠ATC = 120◦. Ìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðåñåêàþòñÿ

â òî÷êå M . Ïðÿìàÿ TM ïåðåñåêàåò âòîðè÷íî îêðóæíîñòü, îïè-

ñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà ATC, â òî÷êåK. Íàéäèòå TM/MK.

(À. Êóçíåöîâ)

Îòâåò. 1/2.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïóñòü O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíî-

ñòè Ω òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîñêîëüêó ∠AOC = 2∠ABC = 120◦,
òî÷êà O ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè γ òðåóãîëüíèêà ATC.
Ïóñòü ïðÿìàÿ BT âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü γ â òî÷êå X,

à îêðóæíîñòü Ω� â òî÷êå P . Ïîñêîëüêó ∠ATX = ∠CTX = 60◦,
òî÷êà X ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê AC, ïîýòîìó
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OX � äèàìåòð γ. Çíà÷èò, BT ⊥ OT , òî åñòü T � ñåðåäèíà õîð-

äû BP îêðóæíîñòè Ω.
Íàêîíåö, ïóñòü òî÷êà K ′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå P îòíîñè-

òåëüíî òî÷êè S � ñåðåäèíû ñòîðîíû AC. Ïîñêîëüêó ∠AK ′C =
= ∠APC = 120◦, òî÷êà K ′ ëåæèò íà γ. Òî÷êà M ëåæèò íà ìå-

äèàíå BS òðåóãîëüíèêà BPK ′ èç âåðøèíû B è äåëèò å�å â îòíî-

øåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè B; ïîýòîìó M � òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà BPK ′. Çíà÷èò, M ëåæèò è íà ìåäè-

àíå K ′T , ïîýòîìó K ′ = K è KM : MT = 2 : 1.

A

B

C
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C1 A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1

B′

ω

γ

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü AA1 è CC1 �ìåäèàíû â òðåóãîëü-

íèêå ABC. Ïîñêîëüêó ∠TBC = 60◦−∠TBA = ∠TAB, òðåóãîëü-
íèêè ATB è BTC ïîäîáíû. Òîãäà ∠BC1T = ∠TA1C êàê ñîîò-

âåòñòâåííûå óãëû (ìåæäó ñòîðîíîé è ìåäèàíîé). Çíà÷èò, òî÷êè

C1, A1, B è T ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè ω.
Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå M è êîýôôè-

öèåíòîì −2. Ýòà ãîìîòåòèÿ ïåðåâîäèò òðåóãîëüíèê A1BC1 â

òðåóãîëüíèê AB′C, ãäå B′ �÷åòâ�åðòàÿ âåðøèíà ïàðàëëåëîãðàì-

ìà ABCB′. Ïîñêîëüêó ∠AB′C = 60◦ = 180◦ − ∠ATC, òî÷êà B′
ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè γ òðåóãîëüíèêà ATC. Çíà÷èò.
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ïðè íàøåé ãîìîòåòèè îêðóæíîñòü ω ïåðåõîäèò â γ, ïîýòîìó òî÷-
êà T ïåðåõîäèò â òî÷êó K, è TM/MK = 1/2.

Òðåòüå ðåøåíèå. Ïóñòü O è Q � öåíòðû îïèñàííûõ

îêðóæíîñòåé Ω è γ òðåóãîëüíèêîâ ABC è ATC ñîîòâåòñòâåííî,

à H � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà ABC. Ïîñêîëüêó
∠AOC = 2∠ABC = 120◦ è ∠AHC = 180◦−∠ABC = 120◦, òî÷êè
O è H ëåæàò íà γ. Ïîñêîëüêó ∠AQC = 360◦ − 2∠ATC = 120◦,
òî÷êà Q ëåæèò íà Ω. Êàê è â ïåðâîì ðåøåíèè, çàìåòèì, ÷òî ïðÿ-

ìàÿ BT âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò γ â òî÷êå X, äèàìåòðàëüíî ïðîòè-

âîïîëîæíîé òî÷êå O.

A

B

C

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT
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X
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Q

Ω

γ

Ðèñ. 3

Çàìåòèì, ÷òî OQ ‖ BH è

BO = OQ = QH. Ïîñêîëüêó

∠QHB > 90◦ > ∠OBH, èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî BOQH �ðîìá. Òîãäà

BH = OQ = OX/2.
Ïóñòü BX ïåðåñåêàåò OH

â òî÷êå L; òðåóãîëüíèêè OLX
è HLB ïîäîáíû ñ êîýôôèöèåí-

òîì OX/BH = 2. Ïîýòîìó HL =
= HO/3. Íàïîìíèì, ÷òî òî÷êà H
ïåðåõîäèò â òî÷êó O ïðè ãîìîòå-

òèè ñ öåíòðîì M è êîýôôèöèåí-

òîì −1/2, òàê ÷òî OM = OH/3,
òî åñòü OM = ML = LH.

Çíà÷èò, TM �ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíè-

êå OTL, ïîýòîìó TM = MO. Çíà÷èò, ïîäîáíûå òðåóãîëüíè-

êè OMK è TMH ðàâíû, ïîýòîìó MK = MH = 2OM = 2TM .

Îòñþäà è âûòåêàåò îòâåò.

Çàìå÷àíèå. Èç ïîñëåäíåãî ðåøåíèÿ âèäíî, ÷òî OTHK �

ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ.

9.7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 20 è k > 1 òàêîâû, ÷òî n äåëèòñÿ íà k2.
Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b è c òàêèå, ÷òî
n = ab+ bc+ ca. (À. Õðàáðîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà n + a2 = (a + b)(a +
+ c) ñëåäóåò ðàâåíñòâî n = ab + bc + ca. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî ÷èñëî n +
+ a2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x
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è y, áîëüøèõ a (òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü b = x − a è c = y −
− a). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, n = `p2 äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòîãî p è

íàòóðàëüíîãî `.
Åñëè ` + 1 > p, òî â ñèëó ðàçëîæåíèÿ n + p2 = (` + 1) · p2

â êà÷åñòâå a ìîæíî âçÿòü ÷èñëî p. Òàêæå, åñëè ÷èñëî ` + 1�
ñîñòàâíîå, òî `+1 = st ïðè s, t > 1; òîãäà ñíîâà ìîæíî ïîëîæèòü
a = p, òàê êàê n+ p2 = (`+ 1)p2 = sp · tp.

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå èìååì n = (q − 1)p2 ïðè íåêîòîðûõ

ïðîñòîì q 6 p. Åñëè p > q, òî p = mq + r ïðè íåêîòîðîì ïîëî-

æèòåëüíîì r < q è íàòóðàëüíîì m. Òîãäà ÷èñëî

n+ r2 = (q − 1)(r +mq)2 + r2 = q(p+mq)2 −mq(2r +mq)

äåëèòñÿ íà q, à ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ áîëüøå r, ïîñêîëüêó n = (q−
− 1)p2 > 1 · q · r. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü a = r.

Íàêîíåö, åñëè p = q, òî n = p3−p2, ïðè÷�åì p > 5 ïî óñëîâèþ.
Òîãäà n+ 62 = p3−p2 + 36 = (p+ 3)(p2−4p+ 12), ãäå îáå ñêîáêè
áîëüøå 6; â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò a = 6.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â âèäå ab + bc + ca
ìîæíî ïðåäñòàâèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñ-
ëî n+ 1 ñîñòàâíîå, � â ÷àñòíîñòè, âñå íå÷åòíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå

îò 1. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íàáëþäåíèÿ è êàëüêóëÿòîðà íåñëîæíî

íàéòè ïåðâûå 18 ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ab+ bc+ ca (âñå
îíè ìåíüøå ïÿòèñîò). Â ñòàòüå Áîðâåéíà è ×îÿ óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ab+bc+ca, íå áî-
ëåå 19, è ñóùåñòâîâàíèå äåâÿòíàäöàòîãî òàêîãî ÷èñëà ïðîòèâî-

ðå÷èëî áû îáîáùåííîé ãèïîòåçå Ðèìàíà (êîòîðàÿ â íàñòîÿùèé

ìîìåíò íå ÿâëÿåòñÿ íè äîêàçàííîé, íè îïðîâåðãíóòîé).

9.8. Ñîòíå ìóäðåöîâ ïðåäëîæèëè ñëåäóþùåå èñïûòàíèå. Èõ ïî î÷å-

ðåäè (â çàðàíåå èçâåñòíîì ïîðÿäêå) ïðèâîäÿò â çàë. Â çàëå ñìîò-

ðèòåëü ïðåäëàãàåò ìóäðåöó íà âûáîð êàêèõ-òî äâà ðàçëè÷íûõ

÷èñëà èç íàáîðà 1, 2, 3. Ìóäðåö âûáèðàåò ðîâíî îäíî èç íèõ,

ñîîáùàåò âûáðàííîå ÷èñëî ñìîòðèòåëþ è óõîäèò èç çàëà. Ïðè

ýòîì äî ñâîåãî âûáîðà ìóäðåö èìååò ïðàâî óçíàòü ó ñìîòðèòå-

ëÿ, êàêîå èç ÷èñåë âûáðàë êàæäûé èç äâóõ ïðåäûäóùèõ ìóäðå-

öîâ (âòîðîé ìóäðåö èìååò ïðàâî óçíàòü ïðî ïåðâîãî). Âî âðåìÿ

èñïûòàíèÿ ëþáîå îáùåíèå ìåæäó ìóäðåöàìè çàïðåùåíî. Åñëè

â êîíöå ñóììà âñåõ 100 ÷èñåë, âûáðàííûõ ìóäðåöàìè, îêàæåòñÿ
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ðàâíîé 200, òî ìóäðåöû ïðîâàëèëè èñïûòàíèå; èíà÷å îíè åãî âû-

äåðæàëè. Äîêàæèòå, ÷òî ìóäðåöû ìîãóò çàðàíåå äîãîâîðèòüñÿ

î ñâîèõ äåéñòâèÿõ òàê, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî âûäåðæàòü èñïû-

òàíèå. (Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì îäíó èç âîçìîæíûõ äîãîâîð�åííîñòåé.

Êàæäûé ìóäðåö áóäåò ïîëüçîâàòüñÿ îäíîé èç äâóõ ñòðàòåãèé:

ëèáî âûáèðàòü èç äâóõ ïðåäëîæåííûõ ÷èñåë íå÷�åòíîå (ñòðàòå-

ãèÿ Í ), ëèáî âûáèðàòü èç äâóõ ÷èñåë áîëüøåå (ñòðàòåãèÿ Á).

Âûáèðàòü èõ îíè áóäóò òàê:

(1) Ïåðâûé ìóäðåö äåéñòâóåò ïî ñòðàòåãèè Á. Âòîðîé ìóäðåö
äåéñòâóåò ïî ñòðàòåãèè Í, åñëè ïåðâûé âûáðàë òðîéêó, èíà÷å îí

èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ Á.

(∗) k-é ìóäðåö, ïðè 3 6 k 6 99, äåéñòâóåò ïî ñòðàòåãèè Í,

åñëè (k − 1)-é ìóäðåö âûáðàë òðîéêó, à (k − 2)-é � íå òðîéêó;

èíà÷å îí èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ Á.

(100) Ñîòûé ìóäðåö äåéñòâóåò ïî ñòðàòåãèè Á, åñëè 99-é âû-
áðàë òðîéêó, à èíà÷å � ïî ñòðàòåãèè Í.

Ïðîàíàëèçèðóåì, ÷òî ïðîèçîéä�åò ê ìîìåíòó çàõîäà ñîòîãî

ìóäðåöà. Âûïèøåì â ðÿä 99 âûáðàííûõ ê ýòîìó ìîìåíòó ÷èñåë

â ïîðÿäêå èõ âûáîðà; ïóñòü S �èõ ñóììà. Åñëè â ðÿäó çàïèñàíà

åäèíèöà, òî îíà áûëà âûïèñàíà ïî ñòðàòåãèè Í, ïîýòîìó ïðÿìî

ïåðåä íå�å çàïèñàíà òðîéêà, à ïðÿìî ïåðåä ýòîé òðîéêîé íå ìîæåò

ñòîÿòü äðóãîé òðîéêè. Âûäåëèì â âûïèñàííîì ðÿäó ýòè òðîéêó

è åäèíèöó. Âûäåëåííûå ïàðû íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñóììà â êàæäîé

èç íèõ ðàâíà 4. Âñå îñòàëüíûå ÷èñëà â ðÿäó� ëèáî äâîéêè, ëèáî

òðîéêè.

Äàëåå, åñëè ñðåäè íåâûäåëåííûõ ÷èñåë åñòü òðîéêà, ðàñ-

ñìîòðèì ïåðâóþ òàêóþ òðîéêó. Ëèáî îíà ñòîèò â êîíöå ðÿäà (òî

åñòü å�å âûáðàë 99-é ìóäðåö), ëèáî ïîñëå íå�å íå ìîæåò ñòîÿòü

íè åäèíèöà (èíà÷å îíà âûäåëåíà), íè äâîéêà (ïî àëãîðèòìó (∗)).
Ïîýòîìó ïîñëå íàøåé òðîéêè ìîæåò ñòîÿòü ëèøü òðîéêà, è îíà

òîæå íå âûäåëåíà.

Èòàê, ëèáî âñå íåâûäåëåííûå ÷èñëà � äâîéêè (è S = 198),
ëèáî ñðåäè íèõ ðîâíî îäíà òðîéêà � ïîñëåäíÿÿ (è S = 199), ëè-
áî íåâûäåëåííûõ òðîåê õîòÿ áû äâå (è S > 200). Â ïîñëåäíåì
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ñëó÷àå ìóäðåöû óæå âûäåðæàëè èñïûòàíèå, èáî ïîñëå õîäà ïî-

ñëåäíåãî ìóäðåöà ñóììà ïðåâûñèò 200.
Èíà÷å ìû ïîëó÷àåì, ÷òî S = 198, åñëè 99-é ìóäðåö íå íà-

çâàë 3, è S = 199, åñëè íàçâàë. Ñîãëàñíî (100), â ïåðâîì ñëó÷àå

ñóììà 100 âûáðàííûõ ÷èñåë áóäåò íå÷�åòíîé, à âî âòîðîì îíà áó-

äåò áîëüøå 200. Çíà÷èò, è â ýòèõ ñëó÷àÿõ èñïûòàíèå ïðîéäåíî.
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10 êëàññ
10.5. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü. Ó÷èòåëüíèöà è êëàññ èç

30 ó÷åíèêîâ èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè � ñíà÷àëà

ó÷èòåëüíèöà, çàòåì ïî î÷åðåäè âñå ó÷åíèêè, çàòåì ñíîâà ó÷è-

òåëüíèöà, è ò.ä. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîêðàñèòü åäèíè÷íûé îòðå-

çîê, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êëåòêàìè.

Äâàæäû êðàñèòü îòðåçêè íåëüçÿ. Ó÷èòåëüíèöà ïîáåæäàåò, åñ-

ëè ïîñëå õîäà îäíîãî èç 31 èãðîêîâ íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìî-

óãîëüíèê 1× 2 èëè 2× 1 òàêîé, ÷òî ó íåãî âñÿ ãðàíèöà ïîêðàøå-

íà, à åäèíè÷íûé îòðåçîê âíóòðè íåãî íå ïîêðàøåí. Äîêàæèòå,

÷òî ó÷èòåëüíèöà ñìîæåò ïîáåäèòü. (Ì. Äèäèí, À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ó÷èòåëüíèöà âûáåðåò êâàäðàò K ðàçìåðà 100×
× 100 è áóäåò çàêðàøèâàòü îòðåçêè åãî ãðàíèöû, åñëè ýòî âîç-

ìîæíî. Ïóñòü ïåðåä n-ì å�å õîäîì âñå ýòè îòðåçêè çàêðàøåíû.

Òîãäà n 6 401, ïîñêîëüêó âñåãî íà ãðàíèöå 400 îòðåçêîâ. Ê ýòîìó

ìîìåíòó âñåãî çàêðàøåíî íå áîëåå ÷åì 30 ·400 îòðåçêîâ, ïîýòîìó
õîòÿ áû îäèí îòðåçîê âíóòðè êâàäðàòà K íå çàêðàøåí. Êàæäûì

ñëåäóþùèì õîäîì ó÷èòåëüíèöà áóäåò çàêðàøèâàòü îäèí èç îò-

ðåçêîâ âíóòðè K. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî õîäîâ âñå îòðåçêè âíóòðè K
áóäóò çàêðàøåíû. Òîãäà ïåðåä õîäîì èãðîêà, êîòîðûé çàêðàñèò

ïîñëåäíèé èç òàêèõ îòðåçêîâ, íàéäåòñÿ èñêîìûé ïðÿìîóãîëüíèê

1× 2, è ó÷èòåëüíèöà ïîáåäèò.

10.6. Äàí ìíîãî÷ëåí P (x) ñòåïåíè n > 1 ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôè-

öèåíòàìè. Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå P (P (P (x))) = P (x) èìååò

ðîâíî n3 ðàçëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé. Äîêàæèòå, ÷òî ýòè

n3 êîðíåé ìîæíî ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíûìè ñðåäíèìè

àðèôìåòè÷åñêèìè. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü t ∈ R. Çàìåòèì, ÷òî P (P (P (t))) = P (t)
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà P (t) � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà

P (P (x)) − x. Â ÷àñòíîñòè, ó ýòîãî ìíîãî÷ëåíà åñòü êîðíè, îáî-

çíà÷èì èõ x1, x2, . . . , xk. Ïîñêîëüêó n > 1, òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëå-
íà P (P (x)) − x ðàâíà n2, ïîýòîìó k 6 n2. Òàêèì îáðàçîì, âñå

êîðíè óðàâíåíèÿ P (P (P (x))) = P (x) � â òî÷íîñòè êîðíè ìíîãî-

÷ëåíîâ P (x)− x1, P (x)− x2, . . . , P (x)− xk. Âñå ýòè ìíîãî÷ëåíû

� ñòåïåíè n, ïîýòîìó ó êàæäîãî èç íèõ íå áîëåå n êîðíåé. Èòî-

ãî, óðàâíåíèå P (P (P (x))) = P (x) èìååò íå áîëåå kn êîðíåé, íî
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ïî óñëîâèþ èõ n3. Ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà êàæäûé
èç ìíîãî÷ëåíîâ P (x)− x1, P (x)− x2, . . . , P (x)− xk èìååò n ðàç-

ëè÷íûõ âåùåñòâåííûõ êîðíåé è k = n2. Ó ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ êî-

ýôôèöèåíòû ïðè xn îäèíàêîâû è êîýôôèöèåíòû ïðè xn−1 îäè-
íàêîâû. Òîãäà ïî òåîðåìå Âèåòà ñóììû èõ êîðíåé ðàâíû. Ñëå-

äîâàòåëüíî, åñëè êîðíè ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà îïðåäåëèòü â îäíó

ãðóïïó, à êîðíè îñòàëüíûõ � â äðóãóþ, òî âñå êîðíè óðàâíåíèÿ

P (P (P (x))) = P (x) ðàçîáüþòñÿ íà äâå ãðóïïû ñ ðàâíûìè ñðåä-

íèìè àðèôìåòè÷åñêèìè.

10.7. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà n > 20 è k > 1 òàêîâû, ÷òî n äåëèòñÿ íà

k2. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ íàòóðàëüíûå a, b è c òàêèå, ÷òî

n = ab+ bc+ ca. (À. Õðàáðîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà n + a2 = (a + b)(a +
+ c) ñëåäóåò ðàâåíñòâî n = ab + bc + ca. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷è äîñòàòî÷íî íàéòè òàêîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî ÷èñëî n +
+ a2 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x
è y, áîëüøèõ a (òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü b = x − a è c = y −
− a). Ñîãëàñíî óñëîâèþ, n = `p2 äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòîãî p è

íàòóðàëüíîãî `.
Åñëè ` + 1 > p, òî â ñèëó ðàçëîæåíèÿ n + p2 = (` + 1) · p2

â êà÷åñòâå a ìîæíî âçÿòü ÷èñëî p. Òàêæå, åñëè ÷èñëî ` + 1�
ñîñòàâíîå, òî `+1 = st ïðè s, t > 1; òîãäà ñíîâà ìîæíî ïîëîæèòü
a = p, òàê êàê n+ p2 = (`+ 1)p2 = sp · tp.

Â îñòàâøåìñÿ ñëó÷àå èìååì n = (q − 1)p2 ïðè íåêîòîðûõ

ïðîñòîì q 6 p. Åñëè p > q, òî p = mq + r ïðè íåêîòîðîì ïîëî-

æèòåëüíîì r < q è íàòóðàëüíîì m. Òîãäà ÷èñëî

n+ r2 = (q − 1)(r +mq)2 + r2 = q(p+mq)2 −mq(2r +mq)

äåëèòñÿ íà q, à ÷àñòíîå îò äåëåíèÿ áîëüøå r, ïîñêîëüêó n = (q−
− 1)p2 > 1 · q · r. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü a = r.

Íàêîíåö, åñëè p = q, òî n = p3−p2, ïðè÷�åì p > 5 ïî óñëîâèþ.
Òîãäà n+ 62 = p3−p2 + 36 = (p+ 3)(p2−4p+ 12), ãäå îáå ñêîáêè
áîëüøå 6; â ýòîì ñëó÷àå ðàáîòàåò a = 6.

Çàìå÷àíèå. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â âèäå ab + bc + ca
ìîæíî ïðåäñòàâèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n, äëÿ êîòîðûõ ÷èñ-
ëî n+ 1 ñîñòàâíîå, � â ÷àñòíîñòè, âñå íå÷åòíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå

îò 1. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî íàáëþäåíèÿ è êàëüêóëÿòîðà íåñëîæíî
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íàéòè ïåðâûå 18 ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ab+ bc+ ca (âñå
îíè ìåíüøå ïÿòèñîò). Â ñòàòüå Áîðâåéíà è ×îÿ óòâåðæäàåòñÿ,

÷òî êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ab+bc+ca, íå áî-
ëåå 19, è ñóùåñòâîâàíèå äåâÿòíàäöàòîãî òàêîãî ÷èñëà ïðîòèâî-

ðå÷èëî áû îáîáùåííîé ãèïîòåçå Ðèìàíà (êîòîðàÿ â íàñòîÿùèé

ìîìåíò íå ÿâëÿåòñÿ íè äîêàçàííîé, íè îïðîâåðãíóòîé).

10.8. Â îêðóæíîñòü ω âïèñàí ïÿòèóãîëüíèê ABCDE. Ïðÿìàÿ CD ïå-

ðåñåêàåò ëó÷è AB è AE â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåç-

êè EX è BY ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P è âòîðè÷íî ïåðåñåêàþò

îêðóæíîñòü ω â òî÷êàõ Q è R. Òî÷êà A′ ñèììåòðè÷íà òî÷êå A
îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé CD. Îêðóæíîñòü γ, îïèñàííàÿ îêîëî òðå-
óãîëüíèêà PQR, ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ îêîëî òðå-

óãîëüíèêà A′XY , â äâóõ òî÷êàõ. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî íà-

çâàòü M è N òàê, ÷òîáû ïðÿìûå CM è DN ïåðåñåêàëèñü íà

îêðóæíîñòè γ. (Ì. Äèäèí, À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà P ëåæèò âíóòðè îêðóæíî-

ñòè (QDR), è ÷åòûðåõóãîëüíèê PQDR � âûïóêëûé. Çíà÷èò,

òî÷êà D ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè (PQR). Ïðè ýòîì òî÷êà

Y ëåæèò âíå îêðóæíîñòè (PQR). Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü
(PQR) âòîðè÷íî ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü (DRY ) â íåêîòîðîé

òî÷êå N1, êîòîðàÿ ëåæèò íà äóãå DY , íå ñîäåðæàùåé òî÷êó R.
Â ÷àñòíîñòè, N1 ëåæèò â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò ïðÿìîé CD,
íåæåëè òî÷êà A.

Çàìåòèì, ÷òî ∠N1QP = ∠N1RY = ∠N1DY . Ñëåäîâàòåëü-
íî, ∠XQN1 = ∠XDN1, ïîýòîìó òî÷êà N1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè

(XQD). Êðîìå òîãî, ∠XN1Y = ∠XN1D + ∠DN1Y = ∠PQD +
+ ∠DRP = ∠EAD + ∠DAB = ∠Y AX = ∠XA′Y . Âòîðîå ðà-
âåíñòâî ñëåäóåò èç âïèñàííîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ XQDN1 è

Y RDN1, òðåòüå � èç ðàâåíñòâ âïèñàííûõ óãëîâ â îêðóæíîñòè

(ABC), à ïîñëåäíåå âûïîëíåíî, ïîñêîëüêó òî÷êè A è A′ ñèììåò-
ðè÷íû îòíîñèòåëüíî XY . Òàêèì îáðàçîì, ∠XN1Y = ∠XA′Y ,
ïîýòîìó òî÷êà N1 ëåæèò íà îêðóæíîñòè (A′XY )

Ïóñòü M1 � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé (PQR)
è (XQC). Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî M1 ëåæèò

íà îêðóæíîñòÿõ (CRY ) è (A′XY ) è â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè îò-
íîñèòåëüíî CD, íåæåëè A. Îòìåòèì, ÷òî M1 6= N1. Èíà÷å òî÷-

êà N1 ëåæàëà áû è íà îêðóæíîñòè (CRY ), è íà îêðóæíîñòè
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A

B

CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCC DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

E

X Y

P
QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′

M1

N1

K

ω

γ

Ðèñ. 4
(DRY ) ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, M1 è N1 � äâå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòåé (PQR) è (A′XY ).
Íàçîâåì M = M1, N = N1. Ïóñòü ïðÿìàÿ DN âòîðè÷íî

ïåðåñåêàåò γ â òî÷êå K. Òîãäà ∠QMK = ∠QNK = ∠QND =
= ∠QXD = ∠QMC, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè M,C,K ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé. Çíà÷èò, ïðÿìûå CM è DN ïåðåñåêàþòñÿ íà

îêðóæíîñòè γ, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
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11 êëàññ
11.5. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ êëåò÷àòàÿ ïëîñêîñòü. Ó÷èòåëüíèöà è êëàññ èç

30 ó÷åíèêîâ èãðàþò â èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè � ñíà÷àëà

ó÷èòåëüíèöà, çàòåì ïî î÷åðåäè âñå ó÷åíèêè, çàòåì ñíîâà ó÷è-

òåëüíèöà, è ò.ä. Çà îäèí õîä ìîæíî ïîêðàñèòü åäèíè÷íûé îòðå-

çîê, ÿâëÿþùèéñÿ ãðàíèöåé ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè êëåòêàìè.

Äâàæäû êðàñèòü îòðåçêè íåëüçÿ. Ó÷èòåëüíèöà ïîáåæäàåò, åñ-

ëè ïîñëå õîäà îäíîãî èç 31 èãðîêîâ íàéäåòñÿ êëåò÷àòûé ïðÿìî-

óãîëüíèê 1× 2 èëè 2× 1 òàêîé, ÷òî ó íåãî âñÿ ãðàíèöà ïîêðàøå-

íà, à åäèíè÷íûé îòðåçîê âíóòðè íåãî íå ïîêðàøåí. Ñìîãóò ëè

ó÷åíèêè ïîìåøàòü ó÷èòåëüíèöå ïîáåäèòü?

(Ì. Äèäèí, À. Êóçíåöîâ)

Îòâåò. Íå ñìîãóò.

Ðåøåíèå. Ó÷èòåëüíèöà âûáåðåò êâàäðàò K ðàçìåðà 100×
× 100 è áóäåò çàêðàøèâàòü îòðåçêè åãî ãðàíèöû, åñëè ýòî âîç-

ìîæíî. Ïóñòü ïåðåä n-ì å�å õîäîì âñå ýòè îòðåçêè çàêðàøåíû.

Òîãäà n 6 401, ïîñêîëüêó âñåãî íà ãðàíèöå 400 îòðåçêîâ. Ê ýòîìó

ìîìåíòó âñåãî çàêðàøåíî íå áîëåå ÷åì 30 ·400 îòðåçêîâ, ïîýòîìó
õîòÿ áû îäèí îòðåçîê âíóòðè êâàäðàòà K íå çàêðàøåí. Êàæäûì

ñëåäóþùèì õîäîì ó÷èòåëüíèöà áóäåò çàêðàøèâàòü îäèí èç îò-

ðåçêîâ âíóòðè K. Ñïóñòÿ íåñêîëüêî õîäîâ âñå îòðåçêè âíóòðè K
áóäóò çàêðàøåíû. Òîãäà ïåðåä õîäîì èãðîêà, êîòîðûé çàêðàñèò

ïîñëåäíèé èç òàêèõ îòðåçêîâ, íàéäåòñÿ èñêîìûé ïðÿìîóãîëüíèê

1× 2, è ó÷èòåëüíèöà ïîáåäèò.

11.6. Â òåòðàýäðå SABC äëèíû âñåõ øåñòè ð�åáåð ðàçëè÷íû. Òî÷êà

A′ â ïëîñêîñòè SBC ñèììåòðè÷íà òî÷êå S îòíîñèòåëüíî ñåðå-

äèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó BC. Òî÷êà B′ â ïëîñêîñòè

SAC è òî÷êà C ′ â ïëîñêîñòè SAB îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äîêàæèòå, ÷òî ïëîñêîñòè AB′C ′, A′BC ′, A′B′C è ABC èìåþò

îáùóþ òî÷êó. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü (XY Z) îêðóæíîñòü, îïèñàí-

íóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ω îïèñàííóþ

ñôåðó òåòðàýäðà SABC. Îíà ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü SAB ïî

îêðóæíîñòè (SAB). Òî÷êà C ′ ëåæèò íà îêðóæíîñòè (SAB), à
ïîòîìó è íà ñôåðå ω. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

òî÷êè A′ è B′ ëåæàò íà ñôåðå ω. Òîãäà òî÷êè S,A′, B′, C ′ ëåæàò
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íà îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé ñôåðà ω ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü, ïðî-

õîäÿùóþ ÷åðåç B ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè ABC. Íå óìàëÿÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî îíè ëåæàò íà îêðóæíîñòè èìåííî â

òàêîì ïîðÿäêå, òî åñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê SA′B′C ′ � âïèñàííûé.

A

B

C

S

A′ B′

C ′

T

S

X Y

A′

B′

C ′

Ðèñ. 5 Ðèñ. 6

Îòìåòèì íà ëó÷å A′S òî÷êó X, à íà ëó÷å B′C ′ � òî÷êó Y
òàê, ÷òî A′C ′ ‖ SY è SB′ ‖ C ′X. Òîãäà ∠XC ′Y = ∠SB′C ′ =
= ∠SA′C ′ = ∠XSY , ïîýòîìó ÷åòûðåõóãîëüíèê XSC ′Y òî-

æå âïèñàííûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠C ′Y X = ∠A′SC ′ = 180◦ −
− ∠A′B′C ′, ïîýòîìó A′B′ ‖ XY . Çàìåòèì, ÷òî SC ′ ‖ AB,
SX ‖ BC è XC ′ ‖ SB′ ‖ AC.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîðîíû òðåóãîëüíèêîâABC è C ′SX ïîïàð-

íî ïàðàëëåëüíû. Êðîìå òîãî, îíè ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñ-

êîñòÿõ. Çíà÷èò, åñëè ïàðàëëåëüíî ïåðåíåñòè òðåóãîëüíèê C ′SX
òàê, ÷òîáû âåðøèíà C ′ ïîïàëà â òî÷êó A, òî ïîëó÷åííûé òðå-

óãîëüíèê áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòåòèåé, à

ñàìè òðåóãîëüíèêè ABC è C ′SX � ïîäîáíû. Ïðè óïîìÿíóòûõ

âûøå ïðåîáðàçîâàíèÿõ òî÷êà Y ïåðåéäåò â òî÷êó T íà îêðóæ-

íîñòè (ABC), ïðè÷åì TA ‖ Y C ′, TB ‖ Y S è TC ‖ Y X. À òîãäà

TA ‖ B′C ′, è òî÷êà T ëåæèò â ïëîñêîñòè AB′C ′; àíàëîãè÷íî äëÿ
ïëîñêîñòåé BA′C ′ è CA′B′. À â ïëîñêîñòè ABC îíà ëåæèò ïî

ïîñòðîåíèþ, ïîýòîìó ýòè 4 ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëå òîãî, êàê ìû äîêàçàëè, ÷òî òî÷êè

A′, B′, C ′ ëåæàò íà îïèñàííîé ñôåðå òåòðàýäðà, ìîæíî çàêîí-
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÷èòü ðåøåíèå èíâåðñèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå S (ñ ðàäèóñîì 1).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç A∗, B∗ è C∗ îáðàçû òî÷åê A, B è C. Îáðàç
A′∗ òî÷êè A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè

SB∗C∗ â òî÷êå S c ïðÿìîé B∗C∗, àíàëîãè÷íîå âåðíî äëÿ òî÷åê
B′∗ è C ′∗. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé, îáîçíà÷èì åå `. Òîãäà îêðóæíîñòè (A′∗B′∗C∗),
(A′∗B∗C ′∗), (A∗B′∗C ′∗) è (A∗B∗C∗) ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó

� òî÷êó Ìèêåëÿ M ÷åòûðåõñòîðîííèêà, îáðàçîâàííîãî ïðÿìû-

ìè A∗B∗, B∗C∗, C∗A∗ è `. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïëîñêîñòè A1B1C,
AB1C1, A1BC1 è ABC ïðîõîäÿò ÷åðåç ïðîîáðàç M .

11.7. Íàéäèòå âñå ïåðåñòàíîâêè (a1, a2, . . . , a2021) ÷èñåë 1, 2, . . . , 2021
òàêèå, ÷òî ïðè ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m,n, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ |m− n| > 2021, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:
2021∑
i=1

ÍÎÄ(m+ i, n+ ai) < 2|m− n|.

(Ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , a2021) � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, â

êîòîðîé êàæäîå èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 2021 âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îä-

íîìó ðàçó.) (Ï. Êîçëîâ)

Îòâåò. Òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà, òî åñòü ai = i.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó (a1, a2, . . . , a2021), äëÿ

êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå çàäà÷è. Îáîçíà÷èì di = i − ai.
Î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà âñåõ ÷èñåë di ðàâíà íóëþ. Ïóñòü íå âñå

di ðàâíû 0, â òàêîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò èíäåêñû j, k òàêèå, ÷òî

dj < 0, dk > 0. Âîçüì�åì r = 2021(dk−dj)−dj +1, òîãäà ÍÎÄ(r+
+ dj , r + dk) = ÍÎÄ(r + dj , dk − dj) = 1. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå

îá îñòàòêàõ ñóùåñòâóåò öåëîå m > r òàêîå, ÷òî m + j êðàòíî

r+dj è m+k êðàòíî r+dk. Òîãäà äëÿ ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

(m,n) = (m,m− r), âî-ïåðâûõ, âûïîëíÿåòñÿ |m− n| = r > 2021,
à âî-âòîðûõ, âåðíî íåðàâåíñòâî
2021∑
i=1

ÍÎÄ(m+ i, n+ ai) >

> ÍÎÄ(m+ j, n+ aj) + ÍÎÄ(m+ k, n+ ak) + 2019 =

= ÍÎÄ(m+ j,−r − dj) + ÍÎÄ(m+ k,−r − dk) + 2019 =

= (r + dj) + (r + dk) + 2019 = 2r + dj + dk + 2019 >
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> 2r − 2020 + 1 + 2019 = 2r = 2|m− n|,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ïåðåñòàíîâêè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå di
ðàâíû 0, è ïåðåñòàíîâêà (a1, a2, . . . , a2021) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåí-
íîé, òî åñòü ai = i.

Ëåììà. Ïóñòü íàòóðàëüíûå A, ` > 2 óäîâëåòâîðÿþò íåðà-

âåíñòâó A > `3. Îáîçíà÷èì çà S(n) ñóììó
∑l

i=1ÍÎÄ(A,n+ i).
Òîãäà S(n) < 2A äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå è îáîçíà÷èì çà

M ìàêñèìóì èç ÷èñåë âèäà ÍÎÄ(A,n+ i), i ∈ [1, `], ïðè÷�åìM =
= ÍÎÄ(A,n + i0). Òîãäà 2A/` 6 M 6 A, à ïðè i 6= i0 âåðíà

ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ:

ÍÎÄ(A,n+ i) ·ÍÎÄ(A,n+ i0) 6 A ·ÍÎÄ(n+ i, n+ i0) 6

6 A|i− i0| < A`,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî S(n) < M + (`− 1) · A`
M
. Íà îòðåçêå [2A/`;A]

ôóíêöèÿ f(x) = x +
A(`− 1)`

x
äîñòèãàåò ìàêñèìóìà â îäíîì èç

åãî êîíöîâ, ïîýòîìó

S(n) < max{f(2A/`), f(A)} =

= max{2A/`+ `2(`− 1)/2, A+ `(`− 1)} 6
6 max{A+ `2(`− 1)/2, A+ `(`− 1)} < 2A,

òàê êàê ` > 2 è A > `3, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàøåìó ïðåäïîëîæå-

íèþ. �
Òîò ôàêò, ÷òî òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà ïîäõîäèò ïîä

óñëîâèå çàäà÷è, ñëåäóåò èç ëåììû ñ A = |m − n|, ` = 2021 è

èç ðàâåíñòâà ÍÎÄ(m+ i, n+ i) = ÍÎÄ(m− n, n+ i).
11.8. Ó êàæäîé èç 100 äåâî÷åê åñòü ïî 100 øàðèêîâ; ñðåäè ýòèõ 10000

øàðèêîâ åñòü ïî 100 øàðèêîâ 100 ðàçëè÷íûõ öâåòîâ. Äâå äåâî÷-

êè ìîãóò îáìåíÿòüñÿ, ïåðåäàâ äðóã äðóãó ïî øàðèêó. Îíè õîòÿò

äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû ó êàæäîé äåâî÷êè áûëî ïî 100 ðàçíîöâåò-

íûõ øàðèêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî îíè ìîãóò äîáèòüñÿ ýòîãî òàêîé

ñåðèåé îáìåíîâ, ÷òîáû ëþáîé øàðèê ó÷àñòâîâàë íå áîëåå ÷åì â

îäíîì îáìåíå. (È. Áîãäàíîâ, Ô. Ïåòðîâ)

Ðåøåíèå. Ëåììà. Ïóñòü k � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è ó

êàæäîé èç ñòà äåâî÷åê èìååòñÿ k øàðèêîâ, ïðè÷�åì âñåãî ó íèõ

åñòü ïî k øàðèêîâ êàæäîãî èç 100 öâåòîâ. Òîãäà äåâî÷êè ìî-
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ãóò âûáðàòü êàæäàÿ ïî îäíîìó èç ñâîèõ øàðèêîâ òàê, ÷òîáû

âñå 100 øàðèêîâ áûëè ðàçíûõ öâåòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äåâî÷êà äðóæèò ñ

öâåòîì, åñëè ó íå�å åñòü øàðèê ýòîãî öâåòà. Çàìåòèì, ÷òî ëþ-

áûå m = 1, 2, . . . , 100 äåâî÷åê äðóæàò â ñîâîêóïíîñòè õîòÿ áû ñ

m öâåòàìè (èíûìè ñëîâàìè, èìåþò øàðèêè õîòÿ áû m ðàçëè÷-

íûõ öâåòîâ): èíà÷å ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ñðåäè èõ km øàðèêîâ

êàêîãî-òî öâåòà áûëî áû áîëåå k øàðèêîâ. Òîãäà ïî ëåììå Õîë-
ëà ìîæíî ñîïîñòàâèòü êàæäîé äåâî÷êå äðóæåñòâåííûé åé öâåò

òàê, ÷òîáû âñå ñîïîñòàâëåííûå öâåòà áûëè ðàçëè÷íû � à ýòî

íàì è íóæíî. �
Ïóñòü òåïåðü äåâî÷êè ïðèäóò íà êâàäðàòíîå ïîëå 100× 100

(äëÿ èãðû â áîëüøèå êëàññèêè), è êàæäàÿ äåâî÷êà âûäåëèò ñåáå

ñâîé ñòîëáåö, ÷òîáû ðàçëîæèòü â í�åì ñâîè øàðèêè � ïî îäíîìó

íà ïîëå. Ñíà÷àëà îíè âîñïîëüçóþòñÿ ëåììîé ïðè k = 100, íàé-
äóò ó ñåáÿ ïî øàðèêó òàê ÷òîáû òå áûëè ðàçíîãî öâåòà, è âû-

ëîæàò èõ â ïåðâîé ñòðîêå. Çàòåì, ïðèìåíÿÿ ëåììó ïðè k = 99
(ê åù�å íå âûëîæåííûì øàðèêàì), îíè íàéäóò ïî øàðèêó òàê

÷òîáû òå áûëè ðàçíîãî öâåòà è âûëîæàò èõ âî âòîðîé ñòðîêå. è

òàê äàëåå. Â ðåçóëüòàòå â êàæäîé ñòðîêå îêàçûâàþòñÿ øàðèêè

ðàçíûõ öâåòîâ, à â êàæäîì ñòîëáöå âûëîæåíû øàðèêè ñîîòâåò-

ñòâóþùåé åìó äåâî÷êè. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñèììåòðèÿ îò-

íîñèòåëüíî äèàãîíàëè ýòîãî ïîëÿ ïðèâîäèò ê òîìó ÷òî â êàæäîì

ñòîëáöå ëåæàò øàðèêè ðàçíîãî öâåòà, è ýòà ñèììåòðèÿ ñîîòâåò-

ñòâóåò 4950 ðàçðåø�åííûì îáìåíàì.
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