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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2020�2021 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

Óñëîâèÿ è ðåøåíèÿ çàäà÷

9 êëàññ
9.1. Íà îêðóæíîñòè îòìå÷åíî 1000 òî÷åê, êàæäàÿ îêðàøåíà â îäèí

èç k öâåòîâ. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè ëþáûõ ïÿòè ïîïàðíî ïåðåñå-

êàþùèõñÿ îòðåçêîâ, êîíöàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 10 ðàçëè÷íûõ

îòìå÷åííûõ òî÷åê, íàéäóòñÿ õîòÿ áû òðè îòðåçêà, ó êàæäîãî èç

êîòîðûõ êîíöû èìåþò ðàçíûå öâåòà. Ïðè êàêîì íàèìåíüøåì k
ýòî âîçìîæíî? (Ñ. Áåðëîâ)

Îòâåò. Ïðè k = 143.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îêðóæíîñòè åñòü 8 òî÷åê

îäíîãî öâåòà (ñêàæåì, êðàñíîãî). Äîáàâèì ê íèì åù�å äâå îòìå-

÷åííûõ òî÷êè, ïîëó÷èâ äåñÿòèóãîëüíèê A1A2 . . . A5B1B2 . . . B5.

Òîãäà îòðåçêè A1B1, A2B2, . . . , A5B5 ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ, è

ñðåäè íèõ åñòü òðè îòðåçêà, ó êîòîðûõ âñå êîíöû êðàñíûå. Ýòî

ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Òàêèì îáðàçîì, òî÷åê êàæäîãî öâåòà íå

áîëüøå ñåìè, ïîýòîìó k > 1000
7

, òî åñòü k > 143.

Ïðè k = 143 îòìåòèì äîïîëíèòåëüíóþ, 1001-þ, òî÷êó è ðàç-
äåëèì âñå îòìå÷åííûå òî÷êè íà 143 ãðóïïû ïî 7 ïîäðÿä èäóùèõ
òî÷åê. Êàæäóþ ãðóïïó îêðàñèì ñâîèì öâåòîì. Ïóñòü A1B1, . . . ,

A5B5 �ïÿòü ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ ñ êîíöàìè â îò-

ìå÷åííûõ òî÷êàõ. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî òî÷êè A1, A2, . . . , A5, B1,

B2, . . . , B5 ðàñïîëîæåíû íà îêðóæíîñòè èìåííî â ýòîì ïîðÿä-

êå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòðåçîê A1B1 èìååò îäíîöâåòíûå êîíöû

(ñêàæåì, êðàñíûå). Òîãäà ëèáî âñå òî÷êè A1, A2, . . . , A5, ëèáî

âñå òî÷êè B1, B2, . . . , B5 êðàñíûå. Â ïåðâîì ñëó÷àå ìàêñèìóì

äâå èç òî÷åê B1, B2, . . . , B5 êðàñíûå. Íî òîãäà òðè îòðåçêà, íå

ñîäåðæàùèå ýòèõ òî÷åê, áóäóò èìåòü ðàçíîöâåòíûå êîíöû. Âòî-

ðîé ñëó÷àé àíàëîãè÷åí.

9.2. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Öåëîå ÷èñëî a > 2 íàçîâ�åì

n-ðàçëîæèìûì, åñëè an − 2n äåëèòñÿ íà êàæäîå ÷èñëî âèäà

ad + 2d, ãäå d�íàòóðàëüíûé äåëèòåëü n, îòëè÷íûé îò n. Íàé-
äèòå âñå ñîñòàâíûå íàòóðàëüíûå n, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò

n-ðàçëîæèìîå ÷èñëî. (Ñ. Êóäðÿ)
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Îòâåò. n = 2m ïðè m > 1.
Ðåøåíèå. Äëÿ n = 2m ëþáîå íàòóðàëüíîå a > 2 ÿâëÿåòñÿ

n-ðàçëîæèìûì â ñèëó ðàâåíñòâà

a2
m
− 22

m
= (a− 2)(a1 + 21)(a2 + 22) . . .

(
a2

m−1
+ 22

m−1)
.

Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè ñîìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ïðèñóòñòâó-

þò âñå ÷èñëà âèäà ad + 2d, ãäå d�äåëèòåëü n, ìåíüøèé n.
Ïóñòü òåïåðü n íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òîãäà ó íåãî

åñòü íå÷�åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü p è n = pk, ãäå k > 1�íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò n-ðàçëîæèìîå
÷èñëî a. Òîãäà apk − 2pk äåëèòñÿ íà ak + 2k. Êðîìå òîãî, apk +
+ 2pk äåëèòñÿ íà ak + 2k, ïîñêîëüêó p íå÷�åòíî. Ñëåäîâàòåëüíî,
2 ·2pk = (apk+2pk)−(apk−2pk) òàêæå äåëèòñÿ íà ak+2k. Òàêèì
îáðàçîì, ÷èñëî ak + 2k > 1 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ñòåïåíè äâîéêè

è, çíà÷èò, ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a ÷�åòíî, òî åñòü a = 2b äëÿ

íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî b > 1. Òîãäà bk+1 = ak + 2k

2k
> 1 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè è, çíà÷èò, b íå÷�åòíî. Åñëè k ÷�åòíî, òî
÷èñëî bk + 1 äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4, è ïðè ýòîì ýòî

÷èñëî áîëüøå 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñòàëî áûòü, k íå÷�åòíî. Íî

òîãäà ÷èñëî

bk + 1 = (b+ 1)(bk−1 − bk−2 + bk−3 − . . .− b+ 1)

íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè, ïîñêîëüêó âòîðàÿ ñêîáêà

íå÷�åòíà è áîëüøå åäèíèöû. Çíà÷èò, n-ðàçëîæèìîãî ÷èñëà íå ñó-
ùåñòâóåò.

9.3. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî n + 1 ðàçëè÷íûõ îòðåçêîâ; îäíà èç òî÷åê

ïðÿìîé ïðèíàäëåæèò âñåì ýòèì îòðåçêàì. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè

îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ ìîæíî âûáðàòü ðàçëè÷íûå îòðåçêè I è J ,
ïåðåñåêàþùèåñÿ ïî îòðåçêó äëèíû, íå ìåíüøåé n− 1

n
d, ãäå d�

äëèíà îòðåçêà I. (È. Áîãäàíîâ, Â. Óôíàðîâñêèé)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ââåä�åì êîîðäèíàòû íà íàøåé ïðÿìîé.

Ïóñòü äàííûå îòðåçêè� ýòî I0 = [a0; b0], I1 = [a1; b1], . . . ,
In = [an; bn]; íóìåðàöèþ îòðåçêîâ âûáåðåì òàê, ÷òî a0 6 a1 6
6 . . . 6 an. Åñëè bk > bk+1 ïðè íåêîòîðîì k, òî îòðåçîê Ik ñî-

äåðæèò Ik+1, è ïîòîìó îòðåçêè I = Ik+1 è J = Ik �èñêîìûå.

Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ìû ñ÷èòàåì, ÷òî b0 < b1 < . . . < bn.
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Ðàññìîòðèì 2n îòðåçêîâ [a0; a1], [a1; a2], . . . , [an−1; an],
[b0; b1], [b1; b2], . . . , [bn−1; bn] (íåêîòîðûå èç íèõ ìîãóò èìåòü íó-
ëåâóþ äëèíó). Ðàññìîòðèì êðàò÷àéøèé èç íèõ� ïóñòü äëÿ îïðå-

äåë�åííîñòè ýòî [ak; ak+1], à åãî äëèíà ðàâíà `. Òîãäà

bk − b0 = (bk − bk−1) + (bk−1 − bk−2) + . . .+ (b1 − b0) > k`

è, àíàëîãè÷íî,

an−ak = (an−an−1)+(an−1−an−2)+. . .+(ak+1−ak) > (n−k)`.
Ïîñêîëüêó In è I0 èìåþò îáùóþ òî÷êó, èìååì b0 > an, îòêóäà

bk − ak > (bk − b0) + (an − ak) > k`+ (n− k)` = n`.

Èòàê, äëèíà d îòðåçêà Ik íå ìåíüøå, ÷åì n`. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷àñòü
[ak; ak+1] ýòîãî îòðåçêà, ëåæàùàÿ âíå Ik+1, èìååò äëèíó, íå ïðå-

âîñõîäÿùóþ d/n. Ïîýòîìó îòðåçêè I = Ik è J = Ik+1 �èñêîìûå.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïóñòü äàííûå îòðåçêè� ýòî I0 = A0B0,

I1 = A1B1, . . . , In = AnBn. Êàê è â ïðåäûäóùåì ðåøåíèè,

ìû ñâîäèì çàäà÷ó ê ñëó÷àþ, êîãäà òî÷êè A0, A1, . . . , An ïðî-

íóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî, è òàê æå ïðîíóìåðîâàíû òî÷êè B0,

B1, . . . , Bn.

Ïðè âñåõ k = 0, 1, . . . , n, îòìåòèì íà îòðåçêå Ik òî÷êó Ck òàê,

÷òî AkCk : CkBk = (n − k) : k. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà C0 = B0

íàõîäèòñÿ íå ëåâåå òî÷êè Cn = An. Çíà÷èò, íàéä�åòñÿ èíäåêñ k,
ïðè êîòîðîì òî÷êà Ck íàõîäèòñÿ íå ëåâåå òî÷êè Ck+1. Âûáåðåì

òàêîé èíäåêñ k è ïîëîæèì d = min(AkBk, Ak+1Bk+1). Çàìåòèì,
÷òî òî÷êè Ak, Ak+1, Ck+1, Ck, Bk, Bk+1 ëåæàò íà ïðÿìîé èìåí-

íî â òàêîì ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî. Òîãäà

Ak+1Bk > Ak+1Ck+1+CkBk =
n− k − 1

n
Ak+1Bk+1+

k

n
AkBk >

>
n− k − 1

n
d+

k

n
d =

n− 1

n
d.

Ýòî è çíà÷èò, ÷òî äëèíà îáùåé ÷àñòè îòðåçêîâ Ik è Ik+1 íå ìåíü-

øå, ÷åì n− 1
n

d, ãäå d�äëèíà îäíîãî èç íèõ.

Çàìå÷àíèå. Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåð n+1 ïîïàðíî ïåðå-
ñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ îäèíàêîâîé äëèíû d, ëþáûå äâà èç êîòî-
ðûõ ïåðåñåêàþòñÿ ïî îòðåçêó äëèíû, íå ïðåâîñõîäÿùåé n− 1

n
d.

9.4. Íà ñòîðîíå AB îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíà

òî÷êà D, à íà ïðîäîëæåíèè ñòîðîíû BC çà òî÷êó C � òî÷-
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êà E. Îêàçàëîñü, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç E è ïàðàë-

ëåëüíàÿ AB, êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëü-

íèêà ADC. Äîêàæèòå, ÷òî îäíà èç êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä�åííûõ

èç òî÷êè E ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà BCD, îòñå-
êàåò îò óãëà ABE òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé òðåóãîëüíèêó ABC.

(À. Êóçíåöîâ, Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç E è ïàðàëëåëü-

íàÿ AB, ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AC â òî÷êå X (ñì. ðèñ. 1). Ïîñêîëü-

êó òðåóãîëüíèêè CEX è CBA ïîäîáíû, èìååì EC
CB

= XC
CA

.

A

B

DDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDDD

C X

E

Y

ωB

ωA

Ðèñ. 1

Çàìåòèì, ÷òî äóãà CB îïèñàííîé îêðóæíîñòè ωB òðåóãîëü-

íèêà CDB ðàâíà 2∠CDB; òîìó æå ðàâíà äóãà CDA îïèñàííîé

îêðóæíîñòè ωA òðåóãîëüíèêà ADC. Èç ðàâåíñòâà âûøå ïîëó÷à-
åì, ÷òî êîíôèãóðàöèÿ èç òð�åõ òî÷åê E, C, B è îêðóæíîñòè ωB
ïîäîáíà êîíôèãóðàöèè èç òî÷åê X, C, A è îêðóæíîñòè ωA.

Ðàññìîòðèì â ïåðâîé êîíôèãóðàöèè ëó÷ EY , ñîîòâåòñòâåí-
íûé ëó÷ó XE âî âòîðîé. Ïîñêîëüêó XE êàñàåòñÿ ωA, ëó÷ EY
êàñàåòñÿ ωB . Êðîìå òîãî, ∠Y EB = ∠EXA = ∠BAC. Ïîýòîìó
ëó÷ EY îòñåêàåò îò óãëà ABE òðåóãîëüíèê, äâà óãëà êîòîðîãî

ðàâíû ∠BAC è ∠ABC, òî åñòü ýòîò òðåóãîëüíèê ïîäîáåí òðå-

óãîëüíèêó ABC.
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10 êëàññ
10.1. Íà ñòîðîíå BC ïàðàëëåëîãðàììà ABCD îòìå÷åíû òî÷êè E è

F , ïðè÷�åì E ëåæèò ìåæäó B è F . Äèàãîíàëè AC è BD ïåðå-

ñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Ïðÿìûå AE è DF êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà AOD. Äîêàæèòå, ÷òî îíè êàñà-

þòñÿ è îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà EOF .
(À. Êóçíåöîâ)

Ïåðâîå ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü (XY Z) îêðóæíîñòü,
îïèñàííóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z.

Èç êàñàíèÿ îêðóæíîñòè (AOD) è ïðÿìîé AE èìååì

∠EAO = ∠ADO, à èç ïàðàëëåëüíîñòè BC ‖ AD èìååì ∠EBO =
= ∠ADO (ñì. ðèñ. 2). Òàêèì îáðàçîì, ∠EAO = ∠EBO, ñëå-
äîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê ABEO âïèñàííûé. Àíàëîãè÷íî

CFOD âïèñàííûé.

Îòñþäà, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàðàëëåëüíîñòè AB ‖ CD, ïî-
ëó÷àåì: ∠OFE = ∠ODC = ∠OBA = ∠OEA. Íî èç ðàâåíñòâà

∠OFE = ∠OEA ñëåäóåò êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿìîé

AE. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåì êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿ-
ìîé DF .

A

B C

D

OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

E F

A

B C

D

O

E F

MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

Âòîðîå ðåøåíèå. ×åòûð�åõóãîëüíèê AEFD ñèììåòðè÷åí

îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê AD, ïîýòîìó ëè-

íèÿ öåíòðîâ îêðóæíîñòåé (AOD) è (EOF ) � ýòî ñåðåäèííûé

ïåðïåíäèêóëÿð ê AD (ñì. ðèñ. 3). Òîãäà ðàäèêàëüíàÿ îñüm ýòèõ

îêðóæíîñòåé ïàðàëëåëüíà AD è ïðîõîäèò ÷åðåç O. Òàê êàê O
ðàâíîóäàëåíà îò AD è BC, òî m � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè

AEFD, â ÷àñòíîñòè, m ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíóM îòðåçêà AE.
Çíà÷èò, ñòåïåíè M îòíîñèòåëüíî (AOD) è (EOF ) ðàâíû,
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ò.å. MA2 =ME ·ME′, ãäå E′ � âòîðàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ AE è

(EOF ). Òàê êàê MA = ME, ïîëó÷àåì E′ = E, îòêóäà ñëåäóåò
êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿìîé AE. Àíàëîãè÷íî äîêàçû-
âàåì êàñàíèå îêðóæíîñòè (EOF ) è ïðÿìîé DF .

10.2. Íàéäèòå âñå íàáîðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , x20 òàêèå,

÷òî

x2i+2 = ÍÎÊ(xi+1, xi) +ÍÎÊ(xi, xi−1)
ïðè i = 1, 2, . . . , 20, ãäå x0 = x20, x21 = x1, x22 = x2. (Ï. Êîçëîâ)

Îòâåò. x1 = x2 = . . . = x20 = 2.
Ðåøåíèå. Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî âñå xi áîëüøå 1, à òàêæå

x2i+2 äåëèòñÿ íà xi ïðè i = 1, 2, . . . , 20 (çäåñü è äàëåå xj+20 =
= xj = xj−20 äëÿ j = 1, . . . , 20).

Ïóñòü xk � íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x1, . . . , x20, à p � ïðî-

ñòîé äåëèòåëü ÷èñëà xk−5. Ïîñêîëüêó x2k−3 äåëèòñÿ íà xk−5,

à x2k−1 äåëèòñÿ íà xk−3, òî xk−3 è xk−1 äåëÿòñÿ íà p. À òîãäà

è ÍÎÊ(xk−5, xk−4), è ÍÎÊ(xk−4, xk−3) äåëÿòñÿ íà p, ïîýòîìó
x2k−2 äåëèòñÿ íà p. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà xk−3, xk−2, xk−1 âñå

äåëÿòñÿ íà p, ïîýòîìó èõ ïîïàðíûå ÍÎÄû íå ìåíüøå p. Ñëåäî-
âàòåëüíî,

x2k = ÍÎÊ(xk−1, xk−2) +ÍÎÊ(xk−2, xk−3) =

=
xk−1xk−2

ÍÎÄ(xk−1, xk−2)
+

xk−2xk−3
ÍÎÄ(xk−2, xk−3)

6

6
xk−1xk−2

p
+
xk−2xk−3

p
6

2x2k
p

.

Ïîñêîëüêó p > 2, òàêàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ
òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà p = 2 è âñå íåðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â

ðàâåíñòâà. Â ÷àñòíîñòè, xk−2 = xk−1 = xk è ÍÎÄ(xk−2, xk−1) =
= p = 2. Çíà÷èò, xk = 2, à òîãäà è âñå xi ðàâíû 2 (ïîñêîëüêó xk
íàèáîëüøåå èç íèõ, è âñå ýòè ÷èñëà áîëüøå 1).

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî íàáîð x1 = x2 = . . . = x20 = 2
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

10.3. Â ñòðàíå N ãîðîäîâ. Íåêîòîðûå ïàðû ãîðîäîâ ñâÿçàíû äâóñòî-

ðîííèìè àâèàëèíèÿìè, êàæäàÿ ïàðà íå áîëåå, ÷åì îäíîé. Êàæ-

äàÿ àâèàëèíèÿ ïðèíàäëåæèò îäíîé èç k êîìïàíèé. Îêàçàëîñü,

÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî ïîïàñòü â ëþáîé äðóãîé (âîçìîæ-

íî, ñ ïåðåñàäêàìè), íî ïðè çàêðûòèè âñåõ àâèàëèíèé ëþáîé èç
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êîìïàíèé ýòî ñâîéñòâî íàðóøàåòñÿ. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷å-

ñòâî àâèàëèíèé (ïðè ïðîèçâîëüíûõ äàííûõ N è k) ìîãëî áûòü
â ýòîé ñòðàíå? (Ñ. Áåðëîâ, Í. Âëàñîâà)

Îòâåò. Êîíñòðóêöèÿ âîçìîæíà òîëüêî ïðè k < N , è òîãäà

íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåáåð ðàâíî C2
N − C

2
k .

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíû�

ýòî ãîðîäà, ðåáðà � àâèàëèíèè, ïðè÷åì ðåáðà, ñîîòâåòñòâóþùèå

àâèàëèíèÿì i-îé êîìïàíèè, ïîêðàøåíû â i-é öâåò.
Ïðèìåð. Ïóñòü â ãðàôå âåðøèíû v1, . . . , vk íå ñìåæíû äðóã

ñ äðóãîì, è èç âåðøèíû vi âåäóò ðåáðà öâåòà i âî âñå âåðøèíû
ñ íîìåðàìè, áîëüøèìè k. Âñå ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè ñ íîìå-

ðàìè, áîëüøèìè k, ïðèñóòñòâóþò è ïîêðàøåíû ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè óäàëåíèè ðåáåð öâåòà i èç âåðøèíû
vi íåëüçÿ äîáðàòüñÿ äî îñòàëüíûõ âåðøèí ãðàôà, à èçíà÷àëüíûé
ãðàô ñâÿçåí.

Îöåíêà. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî k, ÷òî â ãðàôå îòñóòñòâóåò
õîòÿ áû C2

k ðåáåð; èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî k < N , èáî èíà÷å ðåáåð

áû íå áûëî, è ãðàô íå áûë áû ñâÿçíûì. Áàçà ïðè k = 1 î÷åâèäíà.
Ïåðåõîä: (k−1(7→ k. Ðàññìîòðèì âñå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè

k-ãî öâåòà. Èõ õîòÿ áû k, èíà÷å ìîæíî, äîáàâëÿÿ öâåòà, êàæäûé
ðàç óìåíüøàòü êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò õîòÿ áû íà 1 (åñëè ïðè

äîáàâëåíèè öâåòà êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò íå óìåíüøèëîñü, òî ïðè

óäàëåíèè èç èñõîäíîãî ãðàôà ðåáåð ýòîãî öâåòà ãðàô îñòàåòñÿ

ñâÿçíûì). Òîãäà (k − 1)-é öâåò óæå ñäåëàåò ãðàô ñâÿçíûì.

Ñòÿíåì êàæäóþ êîìïîíåíòó k-ãî öâåòà â âåðøèíó (òî åñòü

ñîïîñòàâèì êàæäîé êîìïîíåíòå âåðøèíó íîâîãî ãðàôà, ïðîâåäÿ

ðåáðà ìåæäó âåðøèíàìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàêèå-òî

âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò áûëè ñâÿçàíû ðåáðîì; åñ-

ëè ìåæäó äâóìÿ êîìïîíåíòàìè áûëè ðåáðà íåñêîëüêèõ öâåòîâ,

îñòàâèì îäèí). Ïîëó÷åííûé ãðàô óäîâëåòâîðÿåò èíäóêöèîííî-

ìó ïðåäïîëîæåíèþ, ïîýòîìó â íåì îòñóòñòâóåò õîòÿ áû C2
k−1 ðå-

áåð, ñîîòâåòñòâóþùèõ õîòÿ áû òîìó æå êîëè÷åñòâó â èñõîäíîì

ãðàôå.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âûêèíóòü âñå ðåáðà k-ãî öâåòà, õîòÿ
áû îäíà èç åãî êîìïîíåíò, ïóñòü C, äîëæíà ðàçáèòüñÿ íà äâå.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî â ëþáóþ äðóãóþ êîìïîíåíòó D íåò ðåáåð õîòÿ

áû îò îäíîé èç ÷àñòåé C. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà â ãðàôå îòñóò-
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ñòâóþò åù�å õîòÿ áû k − 1 ð�åáåð, íå ó÷ò�åííûõ ðàíåå. Åñëè îò

êîìïîíåíòû D íåò ð�åáåð â îáå ÷àñòè C, òî ýòî îçíà÷àåò îòñóò-
ñòâèå õîòÿ áû äâóõ ð�åáåð, à äî ýòîãî ìû ó÷ëè òîëüêî îäíî. Åñëè

îò êîìïîíåíòû D åñòü ðåáðî ê îäíîé èç ÷àñòåé C, òî â ãðàôå èç
ñòÿíóòûõ âåðøèí-êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû áû-

ëè ñîåäèíåíû, íî íà ñàìîì äåëå îäíîãî ðåáðà â èñõîäíîì ãðà-

ôå íåò. Èòàê, çà ñ÷�åò êàæäîé êîìïîíåíòû, îòëè÷íîé îò C, ìû
äîëæíû ó÷åñòü îòñóòñòâèå åù�å õîòÿ áû îäíîãî ðåáðà. Çíà÷èò,

åù�å ìèíèìóì k − 1 ðåáðî îòñóòñòâóåò, è âñåãî îòñóòñòâóþùèõ

ðåáåð õîòÿ áû C2
k−1 + (k − 1) = C2

k , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì äðóãîé ñïîñîá äîêàçàòü îöåí-

êó; ìû èñïîëüçóåì òåðìèíîëîãèþ, ââåä�åííóþ â íà÷àëå ïåðâîãî

ðåøåíèÿ.

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû êîìïàíèé (i, j) íàé-
äóòñÿ äâå âåðøèíû A,B, ëþáîé ïóòü ìåæäó êîòîðûìè ñîäåðæèò
ðåáðà îáåèõ êîìïàíèé i è j. Ïóñòü ïðè óäàëåíèè êîìïàíèè i âåð-
øèíû ðàñïàäàþòñÿ íà äâà íåïóñòûõ ìíîæåñòâà Ui è Vi, ìåæäó
êîòîðûìè íåò ðåáåð, à ïðè óäàëåíèè êîìïàíèè j � íà ìíîæå-

ñòâà Uj è Vj . Åñëè ìíîæåñòâà Ui ∩Uj è Vi ∩ Vj îáà íåïóñòûå, òî
ìîæíî âçÿòü A ∈ Ui∩Uj è B ∈ Vi∩Vj . Èíà÷å, ìíîæåñòâà Ui∩Vj
è Vi ∩Uj îáà íåïóñòûå, è ìîæíî âçÿòü A ∈ Ui ∩Vj è B ∈ Vi ∩Uj .

ßñíî, ÷òî A è B ïîäõîäÿò è ÷òî ìåæäó íèìè íåò ðåáðà.

Äëÿ êàæäîé ïàðû êîìïàíèé (i, j) âûáåðåì A è B òàê, ÷òî

ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè (òî åñòü äëèíà ïóòè ïî ðåáðàì èñõîäíî-

ãî ãðàôà) ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ðàç-

íûì ïàðàì êîìïàíèé ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïàðû (A,B), òî ìû
ïîëó÷èì, ÷òî îòñóòñòâóþùèõ ðåáåð íå ìåíüøå, ÷åì ïàð êîìïà-

íèé, ÷òî è äàñò òðåáóåìóþ îöåíêó.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïàðà (A,B) ñîîòâåòñòâóåò äâóì ðàçíûì

ïàðàì êîìïàíèé � (1, 2) è åùå îäíîé (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíî-

ñòè, ëèáî (1, 3), ëèáî (3, 4)). Ïóñòü A = A0, A1, . . . , An−1, An = B
� îäèí èç êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó A è B, n > 2. Åñëè ðåáðî

A0A1 ïðèíàäëåæèò íå êîìïàíèÿì 1 èëè 2, òî ëþáîé ïóòü ìåæ-

äó A1 è An ñîäåðæèò ðåáðà êîìïàíèé 1 è 2, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ìèíèìàëüíîñòè ðàññòîÿíèÿ äëÿ ïàðû (A,B). Àíàëîãè÷íî, ðåáðî
An−1An ïðèíàäëåæèò îäíîé èç êîìïàíèé 1 èëè 2.

Çíà÷èò, ïàðà (A,B) íå ìîæåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïàðå êîìïà-
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íèé (3, 4). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà (A,B) ñîîòâåòñòâóåò ïàðå êîì-
ïàíèé (1, 3), è ðåáðà A0A1 è An−1An îáà ïðèíàäëåæàò êîìïà-

íèè 1. Òîãäà ëþáîé ïóòü ìåæäó A0 è An−1, ëþáîé ïóòü ìåæäó

An−1 è A1 è ëþáîé ïóòü ìåæäó A1 è An ñîäåðæàò ðåáðà îáåèõ

êîìïàíèé 2 è 3. Èç ìèíèìàëüíîñòè ðàññòîÿíèÿ äëÿ ïàðû (A,B)
ñëåäóåò, ÷òî ìåæäó A0 è An−1, ìåæäó An−1 è A1, à òàêæå ìåæ-

äó A1 è An ñóùåñòâóþò ïóòè, íå ñîäåðæàùèå ðåáåð êîìïàíèè 1.

Ñîåäèíÿÿ ýòè ïóòè, ïîëó÷àåì ïóòü (âîçìîæíî, ñ ïîâòîðÿþùè-

ìèñÿ âåðøèíàìè) îò A0 äî An, íå ñîäåðæàùèé ðåáåð êîìïàíèè

1. Ïðîòèâîðå÷èå.

10.4. Äàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî n > 4 è 2n + 4 êàðòî÷êè, ïðîíóìåðî-

âàííûå ÷èñëàìè 1, 2, . . . , 2n+4. Íà êàðòî÷êå ñ íîìåðîì m íàïè-

ñàíî âåùåñòâåííîå ÷èñëî am, ïðè÷åì [am] = m. Äîêàæèòå, ÷òî
ìîæíî âûáðàòü 4 êàðòî÷êè òàê, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë íà ïåðâûõ

äâóõ êàðòî÷êàõ îòëè÷àëàñü îò ñóììû ÷èñåë íà äâóõ äðóãèõ êàð-

òî÷êàõ ìåíåå ÷åì íà 1
n−

√
n/2

. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì c = 1
n−

√
n/2

. Íàçîâåì ïàðó êàðòî-

÷åê íåóäà÷íîé, åñëè íàïèñàííûå íà íèõ ÷èñëà îòëè÷àþòñÿ ìåíåå

÷åì íà c. Êàðòî÷êè â òàêîé ïàðå èìåþò ïîñëåäîâàòåëüíûå íî-

ìåðà, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ÷èñëà íà íèõ îòëè÷àþòñÿ

áîëåå ÷åì íà 1, à c 6 1
2
ïðè n > 4. Åñëè êàðòî÷êà i ñîñòîèò â

äâóõ íåóäà÷íûõ ïàðàõ, òî ýòè ïàðû � (i−1, i) è (i, i+1). Â òàêîì

ñëó÷àå 1 < ai+1 − ai−1 = ai+1 − ai + ai − ai−1 6 2c 6 1, ïðî-
òèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäàÿ êàðòî÷êà ñîñòîèò ìàêñèìóì

â îäíîé íåóäà÷íîé ïàðå. Ïóñòü íàøëèñü äâå íåóäà÷íûå ïàðû:

(i, i+1) è (j, j+1). Â ñèëó ñêàçàííîãî âûøå, âñå ýòè 4 êàðòî÷êè

ðàçëè÷íû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, |ai + aj+1 − ai+1 − aj | = |(aj+1 −
− aj) − (ai+1 − ai)| 6 max(ai+1 − ai, aj+1 − aj) < c, è çàäà÷à

ðåøåíà. Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî 0 < aj+1 − aj < c è
0 < ai+1−ai < c. Ïóñòü íåóäà÷íûõ ïàð êàðòî÷åê íå áîëåå îäíîé.
Åñëè íåóäà÷íàÿ ïàðà åñòü, ïóñòü ýòà ïàðà (T, T +1). Åñëè òàêèõ
ïàð íåò, ïîëîæèì T = 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sm ìíîæåñòâî ïàð êàðòî÷åê x < y ñ

ñóììîé íîìåðîâ x + y = m. Çàìåòèì, ÷òî |S2n+5| = n +
+ 2, |S2n+5−2s| = |S2n+5−2s+1| = n + 2 − s è |S2n+5+2s| =
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= |S2n+5+2s−1| = n + 2 − s ïðè 1 6 s 6 n. Ïîëîæèì S =
= S2n+5+2k ∪ S2n+5+2k−1 ∪ . . . ∪ S2n+5−2k, ÷èñëî k ìû ïîäáå-

ðåì ïîçæå. Òîãäà |S| = n+2+ 4(n+1+ n+ n− 1+ . . .+ n− k+
+ 2) = n+ 2 + 2k(2n− k + 3).

Ïóñòü â S äâå ïàðû âèäà (T, p) è (T + 1, p), çäåñü p ìîæåò
áûòü êàê áîëüøå T , òàê è ìåíüøå. Òîãäà T + p > 2n + 5 − 2k è
T+p+1 6 2n+5+2k. Çíà÷èò, 2n+5−2k−T 6 p 6 2n+4+2k−T , òî
åñòü p ìîæåò ïðèíèìàòü íå áîëåå 4k çíà÷åíèé. Äëÿ êàæäîãî èç
íèõ óäàëèì èç S êàðòî÷êó âèäà (T, p). Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ìíîæåñòâî S′, óäàëèâ èç S íå áîëåå 4k ïàð êàðòî÷åê. Çíà÷èò,

|S′| > n+ 2 + 2k(2n− k + 3)− 4k = n+ 2 + 2k(2n− k + 1).
Çàìåòèì, ÷òî ai + aj ∈ [i+ j, i+ j +2). Ïîñêîëüêó â êàæäîé

ïàðå èç S′ ñóììà íîìåðîâ êàðòî÷åê ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 2n+
+5−2k äî 2n+5+2k, òî ñóììà ÷èñåë íà êàðòî÷êàõ èç òàêèõ ïàð
ëåæèò â ïðîìåæóòêå [2n + 5 − 2k, 2n + 7 + 2k), äëèíà êîòîðîãî
ðàâíà 4k+2. Òîãäà ñóììû ÷èñåë â êàêèõ-òî äâóõ ïàðàõ êàðòî÷åê

(x, y), (z, t) ∈ S′ îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà
4k + 2

|S′| − 1
=

4k + 2

2k(2n− k + 1) + n+ 1
.

Îñòàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì k ÷èñëî
2k(2n− k + 1) + n+ 1

4k + 2
áîëüøå n −

√
n/2. Ïðåîáðàçóåì ÷èñ-

ëèòåëü: 2k(2n − k + 1) + n + 1 = (2k + 1)(2n − k + 3
2
) − n − 1

2
.

Çíà÷èò,
2k(2n− k + 2) + n+ 1

4k + 2
= n+

3

4
− k

2
− n

4k + 2
− 1

8k + 4
.

Íàêîíåö, âûáåðåì ÷èñëî k êàê öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà[√
n/2− 1

2
;
√
n/2 + 1

2

]
. Òîãäà 4k + 2 > 2

√
2n, ïîýòîìó

n+
3

4
− k

2
− n

4k + 2
− 1

8k + 4
>

> n+
3

4
−
√
n/2− 1

4
− 1

4
√
2n

> n−
√
n/2

ïðè n > 4.
Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ñóììû âèäà ax + ay è az + at äëÿ

íåêîòîðûõ (x, y), (z, t) ∈ S′ îòëè÷àþòñÿ ìåíåå ÷åì íà c. Îñòàåòñÿ
ïðîâåðèòü, ÷òî ýòè 4 êàðòî÷êè ðàçíûå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå,

12
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ïî ïîñòðîåíèþ S′ èìååì x 6= y è z 6= t. Ïóñòü, áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, x = z. Òîãäà |ay − at| < c, òî åñòü êàðòî÷êè y è

t îáðàçóþò íåóäà÷íóþ ïàðó. Çíà÷èò, ýòî êàðòî÷êè T è T + 1.
Ñëåäîâàòåëüíî, (x, T ) ∈ S è (x, T + 1) ∈ S′, ïðîòèâîðå÷èå.
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11 êëàññ
11.1. Ïðè íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n > m ÷èñëî n îêàçàëîñü ïðåäñòà-

âèìî â âèäå ñóììû 2021 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî

íåêîòîðîé öåëîé íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè ÷èñëà m, à òàêæå â

âèäå ñóììû 2021 ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî íåêîòî-

ðîé öåëîé íåîòðèöàòåëüíîé ñòåïåíè ÷èñëàm+1. Ïðè êàêîì íàè-

áîëüøåì m ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè (õîòü ïðè êàêîì-òî n > m)?
(À. Êóçíåöîâ)

Îòâåò. m = 2021.
Ðåøåíèå. Ïóñòüm > 2021. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñòåïåíü ÷èñëà

m + 1 äàåò îñòàòîê 1 îò äåëåíèÿ íà m, òî ñóììà 2021 òàêèõ

ñòåïåíåé äàåò îñòàòîê 2021 îò äåëåíèÿ íà m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ñòåïåíè ÷èñëà m äàþò ëèøü îñòàòêè 0 èëè 1 îò äåëåíèÿ íà m,
ïîýòîìó ñóììà 2021 ñòåïåíè ÷èñëàm ìîæåò äàâàòü îñòàòîê 2021

îò äåëåíèÿ íà m òîëüêî åñëè âñå ñëàãàåìûå ðàâíû 1. Íî òîãäà

n = 2021 < m, ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, m 6 2021.
Äëÿ m = 2021 åñòü ïðèìåð: 2021m = 1 + 2020(m+ 1).
Çàìå÷àíèå. Ìîæíî ïðèâåñòè òàêæå ïðèìåð ÷èñëà n > m,

ó êîòîðîãî â ñèñòåìàõ ñ÷èñëåíèÿ ñ îñíîâàíèÿìè m è m+ 1 ïðè
m = 2021 ñóììà öèôð ðàâíà 2021 (òåì ñàìûì, îíî òîæå óäîâëå-

òâîðÿþò óñëîâèþ çàäà÷è): n = m2+m(m− 1) = (m+1)2+(m+
+ 1)(m− 4) + 3.

11.2. Ïóñòü P (x)�íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñ íåîòðèöàòåëü-

íûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî ôóíêöèÿ y = P (x)�íå÷åò-

íàÿ. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ òàê, ÷òî äëÿ ðàçëè÷íûõ òî÷åê

A1, A2, . . . , An íà ãðàôèêå G: y = P (x) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó G â òî÷êå A1 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A2,

êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A2 ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A3, . . ., êàñàòåëü-
íàÿ â òî÷êå An �÷åðåç òî÷êó A1? (Í. Àãàõàíîâ)

Îòâåò. Íå ìîæåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äàííûõ óñëîâèÿõ

íà ìíîãî÷ëåí êàæäàÿ ñëåäóþùàÿ òî÷êà êàñàíèÿ ëåæèò ïî

äðóãóþ ñòîðîíó îò îñè Oy, ÷åì ïðåäûäóùàÿ. Ïóñòü P (x) =
= a2m+1x

2m+1 + a2m−1x2m−1 + . . . + a1x�äàííûé ìíîãî÷ëåí,

Q(x) = a2m+1(2m + 1)x2m + . . . + a1 � åãî ïðîèçâîäíàÿ. Ïóñòü

A(z;P (z))� ýòî k-ÿ òî÷êà êàñàíèÿ, à B(t;P (t))� (k+1)-ÿ. Òîãäà
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êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå A èìååò óðàâíåíèå y = Q(z)(x− z) + P (z).
Çíà÷èò, P (t) = Q(z)(t−z)+P (z), îòêóäà P (t)−P (z) = (t−z)Q(z).
Ðàçäåëèâ ýòî ðàâåíñòâî íà t− z è ïåðåíåñÿ âñå ñëàãàåìûå â ïðà-
âóþ ÷àñòü, ïîëó÷èì ïðè ÷åòíîé ñòåïåíè n− 1 = 2m âûðàæåíèå:

a2m+1((2m+ 1)z2m − t2m − t2m−1z − . . .− z2m). Ïóñòü z è t îä-
íîãî çíàêà (ñ÷èòàåì, ÷òî 0 ñ ëþáûì ÷èñëîì îäíîãî çíàêà). Åñëè

|z| > |t|, òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ïîëîæèòåëüíî, åñëè æå |z| < |t|,
òî îíî îòðèöàòåëüíî. Òàêèå æå çíàêè áóäóò èìåòü âûðàæåíèÿ

ïðè îñòàëüíûõ ñòåïåíÿõ: 2m− 2, 2m− 4, . . . , 0. Çíà÷èò, åñëè z è
t� îäíîãî çíàêà, òî ðàâåíñòâî (t − z)Q(z) − (P (t) − P (z)) = 0
íåâîçìîæíî. Èòàê, ëþáûå äâå ïîñëåäîâàòåëüíûå òî÷êè êàñàíèÿ

äîëæíû íàõîäèòüñÿ ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò îñè Oy. È â ñèëó

íå÷åòíîñòè n êàñàòåëüíàÿ â òî÷êå An íå ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç

òî÷êó A1.

Âòîðîå ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ axk ïðè a > 0 è
íå÷åòíîì k âûïóêëà íà [0,∞) è âîãíóòà íà (−∞, 0]. Ìíîãî÷ëåí

P (x) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû íåñêîëüêèõ ôóíêöèé òàêîãî

âèäà, ïîòîìó ÷òî P (x) ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé ôóíêöèåé, à åãî êî-

ýôôèöèåíòû íåîòðèöàòåëüíûå. Òîãäà ôóíêöèÿ P (x) òàêæå âû-
ïóêëà íà [0,∞) è âîãíóòà íà (−∞, 0]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàñà-

òåëüíàÿ â òî÷êå ãðàôèêà P ñ ïîëîæèòåëüíîé àáñöèññîé âòîðè÷-

íî íå ïåðåñåêàåò ãðàôèê â òî÷êàõ ñ íåîòðèöàòåëüíîé àáñöèññîé,

è íàîáîðîò. Êðîìå òîãî, êàñàòåëüíàÿ ê ãðàôèêó â íóëå íå èìå-

åò ñ íèì áîëüøå îáùèõ òî÷åê. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àáñöèññû òî-

÷åê A1, . . . , An îòëè÷íû îò íóëÿ, à èõ çíàêè ÷åðåäóþòñÿ. Òîãäà

ó òî÷åê An è A1 àáñöèññû îäíîãî çíàêà, ïîýòîìó êàñàòåëüíàÿ â

òî÷êå An íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó A1.

11.3. Â ÿçûêå òðè áóêâû�Ø, Ó è ß. Ñëîâîì íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èç 100 áóêâ, ðîâíî 40 èç êîòîðûõ� ãëàñíûå (òî åñòü

Ó èëè ß), à îñòàëüíûå 60 � áóêâà Ø. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè-

÷åñòâî ñëîâ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ó ëþáûõ äâóõ âûáðàí-

íûõ ñëîâ õîòÿ áû â îäíîé èç ñòà ïîçèöèé îäíîâðåìåííî ñòîÿëè

ãëàñíûå, ïðè÷�åì ðàçëè÷íûå? (Ô. Ïåòðîâ)

Îòâåò. 240.
Ðåøåíèå. Ïðèìåð. Ðàññìîòðèì âñå 240 ñëîâ, ó êîòîðûõ íà-

÷èíàÿ ñ 41-îé âñå áóêâû Ø, à ïåðâûå 40 � Ó èëè ß. Ýòîò íàáîð

ñëîâ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ.

15



XLVII Âñåðîññèéñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà øêîëüíèêîâ

Îöåíêà. Êàæäîìó èç íàøèõ m ñëîâ ñîïîñòàâèì 260 ñëîâ, çà-
ìåíÿÿ êàæäóþ áóêâó Ø, íà Ó èëè ß (âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñî-

áàìè). Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå m · 260 ñëîâ ñîñòîÿò èç áóêâ Ó
è ß è ïîïàðíî ðàçëè÷íû (äëÿ ñëîâ, ïîëó÷åííûõ èç îäíîãî è òî-

ãî æå, ýòî ÿñíî èç ïîñòðîåíèÿ, à äëÿ ñëîâ, ïîëó÷åííûõ èç äâóõ

ðàçíûõ, ñëåäóåò èç óñëîâèÿ). Òàêèì îáðàçîì, m · 260 6 2100 è

m 6 240.
Çàìå÷àíèå. Îöåíêó ìîæíî ïîëó÷èòü ïî-äðóãîìó.

Ñïîñîá 1. Ïîäêèíåì ìîíåòêó 100 ðàç. Äëÿ êàæäîãî ñëîâà

ðàññìîòðèì òàêîå ñîáûòèå: ïðè âñÿêîì i åñëè íà íåêîòîðîé ïî-

çèöèè i ñòîèò áóêâà Ó, òî ïðè i-ì ïîäáðàñûâàíèè âûïàëà ðåø-

êà, à åñëè áóêâà ß, òî îð�åë. Âåðîÿòíîñòü òàêîãî ñîáûòèÿ ðàâíà

1/240, è îíè íå ñîâìåñòíûå, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî ñëîâ íå áîëüøå
÷åì 240.

Ñïîñîá 2. Ïóñòü âûáðàíî áîëåå 240 ñëîâ. Ïðèñâîèì êàæäî-

ìó ñëîâó âåñ 1. Ïóñòü ïåðâàÿ áóêâà ó x ñëîâ Ó, ó y ñëîâ � ß

è x > y. Óäâîèì âåñà âñåõ ñëîâ ñ ïåðâîé áóêâîé Ó, è îáíóëèì

� ñ ïåðâîé áóêâîé ß. Äàëåå ïîñìîòðèì íà âòîðóþ áóêâó è ò.ä.

Îïèøåì øàã ðàññìîòðåíèÿ m-îé áóêâû. Ïóñòü p � ñóììà âåñîâ

ñëîâ, ó êîòîðûõ m-àÿ áóêâà Ó, q � ñóììà âåñîâ ñëîâ, ó êîòîðûõ

m-àÿ áóêâà ß. Åñëè p 6 q, óäâàèâàåì âåñà ó ñëîâ ñ m-é áóêâîé ß
è îáíóëÿåì � ñ m-é áóêâîé Ó. Èíà÷å � íàîáîðîò. Â ðåçóëüòàòå

òàêèõ îïåðàöèé ñóììà âåñîâ íå óìåíüøàåòñÿ. Ïîñëå 100 îïåðà-

öèé ñóììà âåñîâ âñåõ ñëîâ áóäåò áîëüøå 240. Â êàæäîì ñëîâå

òîëüêî 40 áóêâ Ó èëè ß, ïîýòîìó âåñ êàæäîãî ñëîâà íå áîëüøå

240. Çíà÷èò, íàéäóòñÿ äâà ñëîâà ñ íåíóëåâûìè âåñàìè. Òîãäà äëÿ
íèõ íå íàéäåòñÿ ïîçèöèè, â êîòîðîé ó îäíîãî Ó, à ó äðóãîãî ß

èëè íàîáîðîò, ïðîòèâîðå÷èå.

11.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC áèññåêòðèñû AA1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå I. Ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó B ïàðàëëåëüíî AC
ïåðåñåêàåò ëó÷è AA1 è CC1 â òî÷êàõ A2 è C2 ñîîòâåòñòâåííî.

Òî÷êà Oa � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AC1C2,

òî÷êà Oc � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà CA1A2.

Äîêàæèòå, ÷òî ∠OaBOc = ∠AIC. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Áóäåì îáîçíà÷àòü (XY Z) îêðóæíîñòü, îïèñàí-
íóþ îêîëî òðåóãîëüíèêà XY Z. Ïóñòü Pa � öåíòð îêðóæíî-
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ñòè (BC1C2), à Pc � öåíòð îêðóæíîñòè (BA1A2). Îáîçíà÷èì
∠BAC = 2α è ∠ACB = 2γ. Ïîñêîëüêó BC2 ‖ AC, òî γ =
= ∠BCC2 = ∠ACC2 = ∠BC2C è ∠C2BC1 = ∠BAC = 2α.
Çíà÷èò, BC2 = BC. Êðîìå òîãî, ∠C1PaB = 2γ, ∠C1PaOa =
= ∠C2PaOa = ∠C2BC1 = 2α è ϕ = ∠PaBC2 = |90◦ − ∠C2C1B|.
Çäåñü ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî òî÷êà Pa � öåíòð (BC1C2)
è PaOa � ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó C1C2.

A

B

C

C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1

C2

A1

A2

Oa

Oc

PaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPaPa

Pc

HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH

Ðèñ. 4

Ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå BC1C2 âûñîòó BH. Òîãäà

∠HBC1 = |90◦ − ∠BC1C2| = ϕ. Ïðÿìàÿ PaOa ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà C2C1, à ïîòîìó ïàðàëëåëüíà BH. Çíà÷èò, óãîë ìåæäó

ýòîé ïðÿìîé è ïðÿìîé AB ðàâåí ϕ. Òàêæå ïðîåêöèè òî÷åê Pa
è Oa íà AB � ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC1 è AC1. Ñëåäîâàòåëüíî,

PaOa = AB
2 cosϕ

. Ïðîåêöèÿ òî÷êè Pa íà ïðÿìóþ BC2 � ñåðåäèíà

îòðåçêà BC2, à óãîë ìåæäó ïðÿìûìè BPa è BC2 ðàâåí ϕ, îòêó-

äà BPa = BC2
2 cosϕ

= BC
2 cosϕ

.

Èç ñêàçàííîãî âûøå, PaOa
BPa

= AB
BC

. ∠BPaOa = ∠BPaC1 +

+ ∠C1PaOa = 2α + 2γ. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ìû ïîëó÷àåì,

÷òî PcOc
BPc

= BC
AB

è ∠BPcOc = 2α + 2γ. Çíà÷èò, òðåóãîëüíèêè

PaBOa è PcOcB ïîäîáíû. Òîãäà ∠PaBOa+∠PcBOc = ∠PaBOa+
+∠PaOaB = 180◦−∠BPaOa = 180◦−2α−2γ = ∠ABC. Ïîñêîëü-
êó ∠BPaC1 = 2γ è BPa = PaC1, òî ∠PaBC1 = 90◦ − γ. Àíàëî-
ãè÷íî ∠PcBA1 = 90◦ − α. Òàêèì îáðàçîì, ∠OaBOc = ∠PaBA+
+∠ABC +∠PcBC − (∠PaBOa+∠PcBOc) = 90◦− γ+90◦−α =
= 180◦ − α− γ = ∠AIC, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Â ðàâåíñòâàõ ∠BPaC1 = 2γ (1) è ∠C1PaOa = ∠C2PaOa =
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= ∠C2BC1 (2) ìû âîñïîëüçîâàëèñü ðàñïîëîæåíèåì òî÷åê Pa è

Oa, êîòîðîå îñòàåòñÿ îáîñíîâàòü. À èìåííî, ∠C1C2B = γ � îñò-

ðûé, ïîñêîëüêó ýòî ïîëîâèíà óãëà ACB. Çíà÷èò, òî÷êà Pa ëå-

æèò â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC1, ÷òî è

C2, è âûïîëíÿåòñÿ (1). Òàêæå ∠OaC1A = |90◦ − ∠AC2C1|. Ýòîò
óãîë îñòðûé, è â ñëó÷àå, êîãäà Oa ëåæèò â äðóãîé ïîëóïëîñêî-

ñòè îòíîñèòåëüíî AC1 íåæåëè Pa, íå ïðåâîñõîäèò 90◦ − γ, òàê
êàê ∠AC2C1 < 180◦ − ∠BC2C1 = 180◦ − γ. Çíà÷èò, òî÷êè B è

Oa ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé C1Pa,
à òîãäà âûïîëíåíî (2).

S
I

C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′C ′

A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′A′

TTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTTT

A

B

C

C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1C1

C2

A1

A2

Oa Oc

Ðèñ. 5

Çàìå÷àíèå. Ïðèâåäåì ïëàí äðóãîãî ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì

çà C ′ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé CC1 ñ îêðóæíîñòüþ (ABC).
Òîãäà ∠BAC ′ = ∠BCC ′ = γ = ∠BC2C1. Çíà÷èò, òî÷êà ïåðåñå-

÷åíèÿ AC ′ è BC2 ëåæèò íà îêðóæíîñòè (AC1C2), à òîãäà òî÷êà
C ′ ëåæèò íà ïîëÿðå òî÷êå B îòíîñèòåëüíî ýòîé îêðóæíîñòè. Òå-

ïåðü îòìåòèì íà îêðóæíîñòè (ABC) òî÷êó T òàê, ÷òî ÷åòûðåõ-

óãîëüíèê ABCT ãàðìîíè÷åñêèé, îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ

îòðåçêîâ C ′T è AB çà S. Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ â C ′ ïåðåâîäèò
÷åòâåðêó òî÷åê A, T,C,B ñ îêðóæíîñòè (ABC) â ÷åòâåðêó òî÷åê
A,S,C1, B íà ïðÿìîé AB. Òîãäà ÷åòâåðêà A,S,C1, B � ãàðìî-

íè÷åñêàÿ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïîëÿðà B îòíîñèòåëüíî (AC1C2)
ïðîõîäèò è ÷åðåç S. Çíà÷èò, ýòî ïðÿìàÿ TC ′, è îíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà BOa. Àíàëîãè÷íî, TA

′ ⊥ BOc, ãäå A
′ � òî÷êà ïåðåñå÷å-
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2020�2021 ó÷åáíûé ãîä. Ïåðâûé äåíü

íèÿ AA1 ñ (ABC). Òîãäà ∠OaBOc = 180◦ − ∠A′TC ′ = ∠A′BC ′.
Îñòàåòñÿ íåñëîæíàÿ ïðîâåðêà ðàâåíñòâà óãëîâ AIC è A′BC ′.
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